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i Agenda

Objetivos
® Use regressao linear simples para a constru¢gdo de modelos empiricos para engenharia e dados cientificos
® Entenda como o método dos minimos quadrados é usado para estimar os parametros de uma forma linear modelo de
regressao
® Use o modelo de regresséao para fazer uma previsao de uma observagao futuro e
e Representar graficamente a relacdo entre as varidaveis de um estudo e a reta de regressao a partir da equacgao
de regressao obtida.
e Testar a significancia do coeficiente de correlagdo obtido em um estudo de regressao linear.
Metodologia:
e Minitab
e Excel
e Mathematica
e Lista de exercicio n. 04, com entrega para dia 12/10/2015
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Historia:

Este modelo teve origem nos trabalhos de astronomia elaborados por Gauss no periodo de 1809 a
1821. O termo regresséo foi utilizado pela primeira vez por Galton, por volta de 1885, quando
investigava relagdes entre caracteristicas antropométricas de sucessivas geragdes. Ele observou,
dentre outros fatos, que os filhos apresentavam as mesmas caracteristicas dos seus pais, porém em
uma intensidade menor. Por exemplo: pais com estatura baixa tém filhos de estatura baixa, mas, em
meédia, a estatura destes € maior. O mesmo ocorre, mas em dire¢ao contraria, para pais com estatura
alta. Este fenbmeno, da altura dos filhos moverem-se em dire¢do a altura média de todos os homens,
ele denominou de regressao.

Atualmente, a analise de regressao é uma das mais importantes técnicas estatisticas, sendo
utilizada em aplicagoes de diversas areas como: Engenharia, Medicina, Economia, etc.
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Definigao:

(RAJ JAIN, 1991):
O modelo de regressao é um dos métodos estatisticos mais usados para investigar a relagao entre variaveis.

(GRAYBILL & IYER, 1994, p. 1):
Area da Estatistica que lida com métodos para investigagdo da existéncia de associacdes entre varias quantidades observaveis e,

se presente, a natureza das associacoes.
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Relagao entre as variaveis

Modelos de regressao sao modelos matematicos que relacionam o comportamento de uma variavel Y com
outra X. Quando a funcao f que relaciona duas variaveis é do tipo f (X) = a + b X temos o0 modelo de
regressao simples. A variavel X & a variavel independente da equagéo enquanto Y = f (X) & a variavel
dependente das variacdes de X. O modelo de regressao é chamado de simples quando envolve uma
relagdo causal entre duas variaveis. O modelo de regressio € multiplo quando envolve uma relagao causal
com mais de duas variaveis. Isto €, quando o comportamento de Y & explicado por mais de uma variavel
independe X1, X2, ....Xn.
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Relacdo entre as variaveis
Para que serve determinar a relacéo entre duas variaveis?

1 - Para realizar previsdes sobre o comportamento futuro de algum fenbmeno da realidade. Neste caso
extrapola-se para o futuro as relagdes de causa-efeito — ja observadas no passado — entre as variaveis.
Pode-se, por exemplo, prever a populacao futura de uma cidade simulando a tendéncia de crescimento da
populacido no passado.

2 - Pesquisadores interessados em simular os efeitos sobre uma variavel Y em decorréncia de alteracdes
introduzidas nos valores de uma variavel X também usam este modelo. Por exemplo: de que modo a
produtividade (Y) de uma area agricola é alterada quando se aplica certa quantidade (X) de fertilizante
sobre a terra.
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Diagrama de dispersao

A maneira mais simples de se estudar a relacao entre duas variaveis é fazendo um grafico denominado Diagrama de
Dispersao.
®  Coletar pares de dados das varidveis x e y que se pretende estudar;
Tracar um sistema de eixos cartesianos e represente uma variavel em cada eixo;
Estabeleca as escalas de maneira a dar ao diagrama o aspecto de um quadrado;
Escreva os nomes das varidveis nos respectivos eixos e depois faca as graduacoes;
Fazer um ponto para representar cada par de valores x e y;

Escreva o titulo e complemente com uma legenda.
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Diagrama de Dispersao

Diagramas de dispersao que mostram correlagao
positiva entre as variaveis

: - - : = : - : =2 - = : - &
Correlagao fraca Correlagio forte  Correlagéo perfeita

Se x e y crescem no mesmo sentido, existe uma correlagao positiva entre as variaveis, que
sera tanto maior quanto menor fora a dispersao dos pontos.
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Diagrama de Dispersao

Diagramas de dispersio que mostram correlagio
negativa entre as variaveis

Correlagio fraca Correlagéo forte Correlacio perfeita

Se x e y variam em sentidos contrarios, existe correlagdo negativa entre as variaveis. Essa correlacao é
tanto maior quanto menor é a dispersao dos pontos.
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Diagrama de Dispersao

Diagram ade dispersio que mostra
correlagao nula entre variaveis

Se x cresce e y varia ao acaso, ndo existe correlacido entre as variaveis ou o que € o mesmo a correlagao
entre elas é nula.
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Modelos de Regressao sao construidos com os objetivos:

i) Predicdo - Uma vez que esperamos que grande parte da variacao da variavel de saida seja explicada pelas
variaveis de entrada, podemos utilizar o modelo para obter valores de Y correspondentes a valores de X que
nao estavam entre os dados. Esse procedimento € chamado de predigao e, em geral, usamos valores de X
que estao dentro do intervalo de variacado estudado. A utilizacao de valores fora desse intervalo recebe o nome
de extrapolagao e deve ser usada com muito cuidado, pois, 0 modelo adotado pode nao ser correto fora do
intervalo estudado. Acredita-se que a predicio seja a aplicacdo comum dos modelos de regressao;
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Modelos de Regressao sao construidos com os objetivos:

ii) Selecdo de variaveis - Frequentemente, ndo se tem idéia de quais sdo as variaveis que afetam
significativamente a variacédo de Y. Para responder a esse tipo de questao, estudos sao realizados com um
grande numero de variaveis. A analise de regressao pode auxiliar no processo de selecao de variaveis
eliminando aquelas cuja contribuicdo ndo seja importante;

iii) Estimacéo de parametros - Dado um modelo e um conjunto de dados referente as variaveis resposta e
preditoras, estimar parametros ou ajustar um modelo aos dados significa obter valores ou estimativas para os
parametros, por algum processo, tendo por base o modelo e os dados observados;

iv) Inferéncia - O ajuste de um modelo de regressdo em geral tem por objetivos basicos, além de estimar os
parametros, realizar inferéncias sobre eles, tais como, testes de hipoteses e intervalos de confianca.
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Uma variavel preditora

Modelo de
Regressao

Duas ou mais varidveis preditoras
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A analise de regressao linear simples consiste em achar uma reta que relacione duas variaveis
quantitativas;

Relacdo entre a variavel de resposta Y e uma variavel preditora X;

Exemplos:
- Relacéao entre nivel de escolaridade e renda? Renda (Y) e Escolaridade (X)
- Relagao entre anos de estudos e salario? Salario (Y) e Anos de Estudos (X)
- Associagao entre tempo de estudo e nota na prova? Nota (Y) e Tempo de Estudo (X)
- Prever a satisfagdo de um aluno dado o seu desempenho académico? Satisfagao (Y) e
Desempenho (X)

Duas variaveis estao relacionadas, se a mudanca de uma provoca a mudanca na outra.

Investigaremos a presenca ou auséncia de relagao linear sob dois pontos de vista: )
A CORRELACAO mede a forga, ou grau, de relacionamento entre duas variaveis; a REGRESSAO da

uma equacgao que descreve o relacionamento em termos matematicos. r
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Exemplo 1: Relagao entre tempo de
estudo e nota na prova?

Y: nota na Prova (Variavel

Resposta)

X: horas de Estudo (Variavel

Preditora)

Aluno | Horas (X)

Nota (Y)

LR A o R T w = R =

6
2
1
5
5
2

82

63
57

88 |

68

75

Nota (Y)

90

85 -

80 -

75 4

70

65 -

60 -

Scatterplot of Nota (Y) vs Horas (X)

Horas (X)
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Exemplo 2: O rendimento do produto esta relacionado com a temperatura do processo?

Por exemplo, em um processo quimico, suponha que o rendimento do produto esta
relacionada com a temperatura do processo operacional. A analise de regressdo pode ser
utilizado para construir um modelo para predizer o rendimento num dado nivel de temperatura.
Este modelo também pode ser utilizado para otimizagdo de processos, encontrando o nivel de
temperatura que maximiza o rendimento, ou para fins de controlo do processo.

E possivel prever rendimento para uma dada temperatura ?
Esse modelo pode ser usado na otimizagdo do processo?
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Exemplo 2: O rendimento do produto esta relacionado com a temperatura do
processo?
- Y: pureza do oxigénio produzido em processo quimico de destilagéo

- X: porcentagem de hidrocarbonetos presentes no condensador

Scatterplot of Pureza (Y) vs Hidrocarbonetos (X)
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94,98 | 19
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COEFICIENTE DE CORRELAGAO

Mede a intensidade e a diregao da relagao linear entre

duas variaveis quantitativas. Chamado também de i (x —;)(}’ _;)
Coeficiente de Correlagdo de Pearson (Karl Pearson, 1857- = i g
1936). A

r - mede o grau de relacionamento linear entre valores
emparelhados x e y em uma amostra.

S (-0 x Y (5, - 3)°
i=l i=l

Quanto mais préximo de —1: correlagdo negativa (X1 Y |)
Quanto mais préximo de 1: maior correlagéo positiva (X1 Y1)

Quanto mais préximo de 0: menor a correlacio linear
20
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COEFICIENTE DE CORRELAGAO

Exemplo 3: nota da prova e tempo de estudo

X : tempo de estudo (em horas)
Y : nota da prova

Pares de observagoes (X , Y.) para cada estudante

Tempo(X) Nota(Y)

3

7

2
1,5
12

4,5
6,5
3,7
4,0
9,3

Fi=

> (=03, - )

\/

n

2

i=l

(5= 2% Y (3= )’
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Tero Nota Y | (X-médiaX) (Y-médiaY) (X-médiaX)*(Y-médiaY) (X-média X)"? (Y-média Y)"2
3 4,5 2,1 1,1 2,31 4,41 1,21
7 6,5 1,9 0,9 1,71 3,61 0,81
2 3,7 -3,1 1,9 5,89 9,61 3,61
1,5 4 3,6 1,6 5,76 12,96 2,56
12 9,3 6,9 3,7 25,53 47,61 13,69
25,5 28 41,2 78,2 21,8
Média X = 5,1
MédiaY = 5,6 1 _ _
> (=0 - ) 412
r= =1 ’ = 0,996

Tr =
\V78,2+21,8

\/i(xf—i)zxi(yi—w
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&0 100

Menor Correlagao Linear:
R=0,0123

.1
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TS M T T ST N . TR T [

~
Il Regressao Linear Simples

o

20 40 60 80 100

Correlagao negativa (X1 Y |):

R=-0,2902

Lo R L B N B = B (o T o
PR WA (Y] Y FSRNS  LASSY S I |

0 50 100

Correlagao positiva (X1 Y71):

R=0,5458

23




P o _
BB Regressao Linear Simples

Equacdo de Regressao:
Y =By tPxite

Bi. inclinacdo

Variavel Resposta (Y)

By intercepto

Variavel Preditora (X)

24




P

B Regressao Linear Simples

Nota(Y)

=)}

~

Scatterplot of Nota(Y) vs Tempo(X)
]
LJ
2 4 6 8
Tempo(X)

Pureza (Y)

100 |

98

96 -

Scatterplot of Pureza (Y) vs Hidrocarbonetos (X)
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Métodos dos Minimos Quadrados

Para observacoes (Xi’ Yi) i=1,..,n, temos o modelo }: - (/3[: g /Ble‘)

=4 +BX.+E 1=1,..n

Minimizar

L)

n y
0=3 (1,5, ~BX.)




Métodos dos Minimos Quadrados

Derivando-se em relacdo a BO e B1, igualando-se a 0 para encontrar os valores que
minimizam Q.

0 _ 0% (Y, B, - BX)

=1

:,gl - _22 XY, -6 — LX)
i=1
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Métodos dos Minimos Quadrados

p = ZEEHET)
> (X,-X)’

by=L( %, -5 X,)=
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Métodos dos Minimos Quadrados

Considerando os valores da variavel da variavel preditora X a memoria RAM e Y a
quantidade de programas suportados.

X y
28 140
20 110
22 100
14 75
10 60



Métodos dos Minimos Quadrados

|Total
‘Média

28

20

22

14

10

7

101
16,83333

Y

Ai-X

140 11,16667

110 3,166667

100 5,166667

75 -2,83333

60 -6,83333

52 -9,83333
537
89,5

bl
bl

yi-y

50,5
20,5
10,5

-14,5

-29,5

-37,5

4,137986
19,8439

(Xi - X)(yi- (Xi - X)~2

1246944
10,02778
26,69444
8,027778
46,69444
96,69444
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Métodos dos Minimos Quadrados
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Regressao Linear Simples

Residuos: a diferenca entre o valor observado e o estimado pela funcao

ey

O ¥;

32



Bl Regressdo NAO Linear Simples

Y, =y, exp(),X;) +¢
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Bl Regressdo NAO Linear Simples
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Bl Regressdo NAO Linear Simples
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Regressao Linear multipla

Porque usar a Linear Multipla:

» Para reduzir os residuos. Reduzindo-se a variancia residual (erro padrao da
estimativa) aumenta a for¢a dos testes de significancia;

« Para eliminar a tendenciosidade que poderia resultar simplesmente
ignorassemos uma variavel que afeta Y substancialmente.
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Coeficientes Erro

Intercepto / / aleatério
Y, =B, + B X * ﬁ_x?.i Tt ﬁkxkl +8,

Variavel Varlévels
dependente -~ independentes

i = indexador do individuo
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Regressao Linear Multipla

Em uma representacao tabular para o modelo
expresso na equacao:

Observation Response Predictors
Number Y X X X,
1 73 Ty r2 Tip
2 Y2 r2) T2 T2p
3 Y3 T3 3o T3p
n Yn Lni I'n2 Lnp



Regressao Linear Multipla

 Para efetuar a descoberta do valor para os parametros
(coeficientes de regressdo), € necessario aplicar o método
dos quadrados minimos (assim como na regressao linear
simples).

T
SSE = _£;
=1



Regressao Linear multipla

Relembrando:

Prige aparfomento

Tamanho (m?)
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A diferenca entre Linear e Multipla é:

A regressao multipla envolve trés ou mais variaveis

- 1 dependente (Apartamento)

- 3 ou mais dependentes (Idade,tamanho,Localizagao)
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Regressao Nao Linear Multipla

Os parametros entram na equacao de forma nao
linear:

K" :f(XE:Y)_I_Sf




== Coeficiente de Determinacao

onde,

recebe o0 nome de coeficiente de determinagdo que € usado para julgar a adequagao do
modelo de regresséao.
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- Intervalo de confianca

_SQE I
Q.!"IIE—H_E— e

=42
V(zo)+t, a QME]| = - —8F
(-32) i

\ Sw-0* ||

i=1
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